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The rigid ion model is extended to ionic crystals with a Brownian sublattice. This sublattice
is formed by particles which have the possibility to assume at least two positions along a direction
overcoming a potential barrier. Such a Debye relaxation process is connected with a spontane-
ous dipole moment. Taking into account this additional dipole moment in the equation of motion
for ionic crystals we get the corresponding equation for ionic crystals with a Brownian sublattice.

In part II of this paper this complex system of equations, which depends on temperature,
is solved for a simple model of a diatomic ionic crystal.

Einleitung

Ein ferroelektrischer Kristall weist auch bei Ab-
wesenheit eines dulleren elektrischen Feldes ein
elektrisches Dipolmoment auf. Diese spontane
Polarisation verschwindet oberhalb einer gewissen
Umwandlungstemperatur 7'¢ (Curie-Temperatur),
der Kristall wird paraelektrisch. Die statische
Dielektrizitatskonstante wird am Phasenumwand-
lungspunkt theoretisch unendlich grofB. In der
Praxis hat sie bei der Phasenumwandlungstem-
peratur ein Maximum [1, 2].

Cochran und Cowley erkliren diesen ferroelek-
trischen Phaseniibergang durch ein transversal
optisches Phonon, dessen Frequenz bei Annaherung
an die Ubergangstemperatur gegen Null strebt
(,,s0ft mode®). Im Rahmen der harmonischen
Néherung sind in diesem Falle die kurzreich-
weitigen Wechselwirkungskrafte und die langreich-
weitigen Coulombkrifte gleich gro und der Kristall
wird instabil, da keine resultierende Riickstellkraft
auftritt. Das Anwachsen der statischen Dielek-
trizitdtskonstanten folgt aus der Lyddane-Sachs-
Teller-Relation, wenn man dort die Frequenz des
transversal optischen Phonons gegen Null gehen
laBt.

Bei experimentellen Untersuchungen an ferro-
elektrischen Kristallen hat man Phononen ge-
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funden, deren Frequenz bei Annédherung an die
Curie-Temperatur des Kristalles gegen Null geht
[3]. Allerdings stellte man in den letzten Jahren
fest, nachdem man die MeBmethoden verfeinert
hatte, dall diese Phononenfrequenzen bei den
meisten ferroelektrischen Kristallen nicht exakt
Null werden, sondern, wie bei BaTiO3 und NaNOs,
zwar in der Umgebung der Umwandlungstempera-
tur absinken, aber von Null verschieden bleiben
(,,hard core**-Frequenz) [4—T7].

Die experimentellen Befunde deuten darauf hin,
dal zumindest einige der wichtigen ferroelek-
trischen Kristalle ein sog. Brownsches Untergitter
besitzen [8]. In diesen Brownschen Untergittern
koénnen bestimmte lonen zwei (z.B. N3+.Ion in
NaNOs; [9]) oder mehrere (z.B. Ti4*-Ion in BaTiO3
[10]) gleichwertige Lagen einnehmen. Das Hin- und
Herspringen des lons zwischen dquivalenten Lagen
fihrt zu einer Debye-Relaxation [11] (Dipol-
Relaxation).

Diese Dipol-Relaxation koppelt in Ionenkristallen
mit den ultrarotaktiven Schwingungen. Der Mecha-
nismus der Phasenumwandlung von Ferroelektrika
wird wesentlich bestimmt durch dieses gekoppelte
System Phonon-Debye-Relaxation, wie insbeson-
dere in [12—14] fiir optische Phononen in der Um-
gebung von k=0 gezeigt wurde.

Diese Ergebnisse legen die Vermutung nahe, daf3
nicht nur die Phononen im Zentrum der Brillouin-
Zone, sondern auch auBerhalb des Zentrums und
am Rande der Brillouin-Zone stark mit den
Relaxationen koppeln und daf auch diese ge-
koppelten Systeme den Mechanismus der Phasen-
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iiberginge wesentlich mitbestimmen kénnen. Diese
Frage naher zu untersuchen, ist das Ziel der vor-
liegenden Arbeit.

Im vorliegenden ersten Teil wird die allgemeine
Bewegungsgleichung fiir einen Ionenkristall mit
einem Brownschen Untergitter hergeleitet. Bei dem
jetzigen Stand der Experimente und der Theorie ist
es nicht méglich, so komplexe Kristalle wie BaTiOg
und NaNO; quantitativ zu behandeln, da ins-
besondere die numerischen Werte fiir die mikro-
skopischen  Gitterparameter (Kraftkonstanten,
effektive Ladungen u.a.) nicht vollstindig bzw.
zu unsicher sind. Deswegen werden die allgemeinen
Bewegungsgleichungen in Teil II auf die einfachsten
piezoelektrischen Kristalle, nimlich die Kristalle
mit Zinkblendestruktur, angewandt. Diese ein-
fachen Modellkristalle reichen aus, um die prin-
zipiellen Fragen des Einflusses des gekoppelten
Systems Phonon-Debye-Relaxation auf die Phasen-
iibergdnge zu untersuchen.

Gitterdynamik der Ionenkristalle
mit Brownsehem Untergitter

1. Bewegungsgleichung fiir Ionenkristalle

Da die Gitterbausteine in Ionenkristallen elek-
trisch geladen sind, treten bei Verriickungen der
Ionen neben den mechanischen, insbesondere
homoéopolaren, Bindungskriften noch Coulomb-
Krifte auf. Der langreichweitige Teil dieser Cou-
lomb-Krifte ruft ein makroskopisches Feld im
Kristall hervor. Beriicksichtigt man dieses makro-
skopische Feld in der Bewegungsgleichung und faf3t
den kurzreichweitigen Anteil der Coulomb-Krifte
mit den mechanischen Kriften in dem Tensor
Cap(9g’| k) zusammen, so erhilt die Bewegungs-
gleichung die Form ([15], S. 258, Gl. (31.19))

wa(g| k, ) (1)

Cuplgg' | b k. j L
:% «p(99 l )wa(g| ) == (;r;é)l/z o-
Hierin numerieren die g und ¢’ die einzelnen Unter-
gitter (9,9'=1,2,...,r, bei r Atomen in der Ein-
heitszelle). Die griechischen Buchstaben stehen fiir
die einzelnen Koordinaten und durchlaufen die
Werte 1,2, 3. j numeriert die Eigenlosungen der
Dynamischen Matrix (das entspricht der Anzahl
der Dispersionszweige, j=1, 2, ..., 3). Die tibrigen

;% (k)
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GroBen bedeuten:

k  Wellenvektor,

w KEigenvektoren (normierte Verriickungsvek-
toren),

w; Eigenwerte (Frequenz),

eg Elementarladung des g-ten Untergitters,

mg Masse der Atome des g-ten Untergitters,

E makroskopisches Feld.

Fiir das makroskopische Feld gilt ([15], S. 257,
Gl. (31.14)):
ko ks

Z ”“7[ 2 Z 1/2

(9| k. ]) -
(2)

Zusatzlich zu den bereits definierten GroBen ist v,
das Volumen der Elementarzelle und | k| der Be-
trag des Wellenvektors k. Beriicksichtigt man noch,

daf das Verriickungsdipolmoment p(g) gegeben ist
durch:

Pﬂ(g)’:( ej’{/g ’ﬂ(9]k>j): (3)

so kann man (2) auch in der Form

ko ke
aﬁZpﬁ

o 3 TR 3 -
schreiben.

Neben den mechanischen Kriften umfaft der
Tensor Cug(gg’| k) in (1) auch den kurzreichweitigen
Anteil der Coulomb-Krifte [16]:

Caalgd | W) = Raslog'|#) + 0w Se (4
eg eg
*Qualgg” [0) — (mm—)l/zQaﬁ g9'|k)
mit
Ryp(g9'| k) Tensor der Krifte kurzer Reich-
weite,

Qup(99'| k) Lorentz-Tensor fiir k == 0,
Qus(99'|0) Lorentz-Tensor fiir k = 0.

FaBt man die ersten beiden Terme in Cug(gg’ | k)
mit Cyng(gg’| k) zusammen, so erhilt man anstelle
von Gleichung (1):

k) wy(g| K, 7)
= ZCaﬁ(gg'lk) “wp(g'| k. j) —

;% (
€g
ﬁsz ’

[Ea+z lleaagg!k ~wp(g' [k, ) |- (5)
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Fiir die eckige Klammer kann man mit Hilfe der

Lorentz-Beziehung ([16], S. 210, Gl. (6.2.51))

€g
—) i ’ k y
= Bz ;79 (mg- )1/2 *Qus(g 9’| ) - ws(g'| K. J)

(6)
in der Bewegungsgleichung (5) das lokale Feld
Fy(g) einfiihren :

k) wy (g | k, j) (7)

’ " ’ » eg
—%Caa(gg | k) - ws(g'| k. j) — gl Fylg).

;2 (

Es erweist sich als zweckméfBig, die Bewegungs-
gleichung in dieser Form im folgenden zu benutzen.
Kennt man in dem jeweiligen speziellen Fall das
lokale Feld F,(g), so kann man nach (7) die ent-
sprechende Bewegungsgleichung aufstellen. Die Be-
rechnung des lokalen Feldes 148t sich noch verein-
fachen, wenn man Gl. (2) in der Lorentz-Beziehung
(6) beriicksichtigt:

€g’

Fq(9) = = ﬁ@;g’)l/z : (8)
47'6 ka kﬂ , .
. TR + Quslg g’ | k)| - wp(g'| K, j) -
Mit der Abkiirzung
, , 47 k kﬁ
Uy 1B =g [l — s O
und (3) erhdlt man schlieBlich
ZQaﬂ gg l )1/2 ﬁ(gllks])
—ZﬂQaﬂ(gg ]k 9 (10)
&

Hierbei gelten fiir die Qoslﬁ(gg’ | k) dieselben Symme-
trierelationen wie fiir die Qug(gg’ | k) ([15], S. 254),
da der Zusatzterm reel, symmetrisch in « und # und
von g und g’ unabhéngig ist. Mit Hilfe von (10) kann
man das lokale Feld berechnen, falls man die
Dipolmomente pg(g) der einzelnen Untergitter
kennt.

2. Modell exnes Ionenkristalles mit Brownschem
Untergitter (Debye- Relaxation)

In einem kubischen Gitter seien abwechselnd
positive und negative Ionenkomplexe angeordnet.
Dabei habe ein Ion des negativen Ionenkomplexes
die Moglichkeit verschiedene, gleichwertige Lagen
anzunehmen. Es befindet sich also in einem Poten-
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Abb. 1. Teilchen in einem Doppelpotential.

tial von der in Abb.1 gezeigten Form (Doppel-
potential).

Das Teilchen mufl, um von der urspriinglichen
Lage in eine um ¢ entfernte dquivalente Lage zu
gelangen, eine Potentialschwelle AE,, (Aktivie-
rungsenergie) iiberwinden. Die Wahrscheinlichkeit,
daB ein Teilchen einen solchen Ubergang macht,
wird durch

Ta~l = 270l exp {— AE /= T'} (11)

gegeben. Hier ist 7q die Relaxationszeit, 7' die
Temperatur und x die Boltzmann-Konstante
(Debye-Relaxation) [11, 17]. Ein solcher Relaxa-
tionsprozel3 eines Brownschen Teilchens ist mit
einem Dipolmoment p verkniipft [17—19]. Die
negativen Ionenkomplexe, in denen sich das Doppel-
potential befindet, bilden das Brownsche Unter-
gitter des Modellkristalles.

Die Jonenkomplexe des Modellgitters sind als
starr gegeniiber den dufleren mechanischen Kriften
zwischen den beiden Untergittern angenommen.
Insbesondere soll das Hin- und Herspringen des
Tons im Doppelpotential von diesen mechanischen
Kriften unbeeinflulit bleiben. Diese Voraussetzung
ist z. B. fiir die sog. Librationen in Molekiilkristallen
gut erfiillt [24].

Das Brownsche Untergitter enthélt neben dem
Verriickungsdipolmoment noch ein zusétzliches
Dipolmoment, das seine Ursache in den Dipol-
momenten der Doppelpotentiale hat. In linearer
Niaherung erhdlt man fiir dieses Debye-Mason-
Dipolmoment pP(g) [12]:

(12)

Hierbei enthélt B GroBlen, die das Doppelpotential
und die damit verbundene temperaturabhingige
Bewegung beschreiben [12]:

B =1, N u2(xT)- (13)
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wobei N die Zahl der springenden Teilchen pro
Volumeneinheit ist. Nur durch dieses Debye-
Mason-Dipolmoment wird die Dipol-Relaxation
(Debye-Relaxation) in Ionenkristallen an die ultra-
rotaktiven Schwingungen gekoppelt [12].

Das kubische Modellgitter hat also zwei Unter-
gitter. Das eine (g = 1) besteht aus positiven Ionen-
komplexen. Es habe die effektive Ladung e; =e.
Das andere (g=2) (Brownsches Untergitter) setzt
sich aus negativen Ionenkomplexen zusammen, in
denen ein Ion die Méglichkeit habe, verschiedene,
gleichwertige Lagen anzunehmen. Damit das Ge-
samtgitter neutral ist (Z eg=0), gilt: ea= —e. Das

7
Debye-Mason-Dipolmoment pP(2) tritt additiv
zum Verriickungsdipolmoment p(2) des Unter-
gitters 2 hinzu und dndert das Dipolmoment zu:

PY2)=p2)+p°(2). (14)

Im Untergitter 1 existiert wie bisher nur ein Ver-
riickungsdipolmoment p(1). Nach (3) gilt fiir das
Verriickungsdipolmoment allgemein :

e

g
(mg)1 2 (15)

Pal(g) = w:x(glkzj)-

An die Stelle des urspriinglichen Dipolmomentes
p(2) tritt also iiberall das durch das Debye-Mason-
Dipolmoment verinderte Dipolmoment p¥(2). Da
das lokale Feld vom jeweiligen Dipolmoment ab-
hangt (vgl. (10)), tritt auch hier eine Verdnderung
auf. Das gleiche gilt auch fiir die Bewegungs-
gleichung (7). Diese neuen Beziehungen sollen im
folgenden hergeleitet werden. Um die Bewegungs-
gleichung fiir einen Tonenkristall mit einem Brown-
schen Untergitter aufzustellen, mufl man das lokale
Feld F(g) kennen.

3. Lokales Feld eines Ionenkristalles mit Brownschem Untergitter

Um einen geschlossenen Ausdruck fiir das lokale Feld zu erhalten, ist es sinnvoll, zunéchst die lokalen
Felder fiir die beiden Untergitter getrennt zu betrachten. Nach (10), (14) und (12) gilt:

ZQM (11| k) i (1] k,9) +§Qaﬁ 12|k )1/2 ws(2| K, 9)
B
. s S
4 i ie ;Qaﬁ(mlk)F,a(?) (16a)
und
ZQaﬂm]k l/zw (1| k, j) +2Q 22|k) )Wwﬂ2|k,y
+__,W,, ZQ (22| k) F(2). (16b)

Diese beiden Gleichungen unterscheiden sich von denjenigen ohne Debye-Mason-Dipolmoment durch den
jeweils letzten Summanden. In diese gehen auch nur die Gréen B und 74 ein, die fiir das Debye-Mason-
Dipolmoment charakteristisch sind. Durch diese Summanden werden die Gln. (16a) und (16b) mit-
einander verkniipft. Die lokalen Felder der beiden Untergitter sind nicht mehr voneinander unabhéngig.
Fafit man in (16b) F,(2) und Fg(2) zusammen, so erhilt man:
eg’

(me )12 a

D1+ i 7a) dxp — BQ3s(22| k)] Fs(2) ZQ (29| k) wp(g' | K, 7)

1+zwrd

oder

Fa@)= (1 +iow)| 3 Lo @se |9 | )1/2 wa(g'| k. j) (18)

Dabei wurde mit der Matrix Lg, multlpliziert und iiber y summiert. Ly, ist die inverse Matrix zu der
symmetrischen Matrix, mit der Fg (2) in (17) multipliziert wird (eckige Klammer in (17)). Es gilt also:

S Lay[8ys(1 + i o 7a) — BQ35(22| k)] = dus. (19)
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Setzt man (18) in (16a) ein, so ergibt sich fiir Fy(1):
:%Qsﬂ(lg’lk) eg)l/z g'| k.j) + BZQ (12| k) Ld,zQ/ﬂ (2¢'| k) W ws(g' | kj) . (20)
Schreibt man F,(2) aus (18) in der Form
= > 05|k & ALY
+Z[(1 + 1o 7a) Loy — 5ay]ZQ,ﬂ 29’ Ik )1/2 wp(g' | k. j) (21)

so kann man die eckige Klammer im letzten Summanden mit Hilfe von

Los(1 +i®7a) — dup= B Lay @35 (22| k) = B2 Q35(22| k) Lys = B> @5, (22| k) Lyg (22)
7 v v

(wegen (19) und der Symmetrie von Q,; (22| k) und Lyg) so umwandeln, dal Fy(2) dieselbe Form wie
Fy(1) (in (20)) hat:

=D Qus(29' | k
9'p

Man erhélt dann eine verallgemeinerte Losung fiir das lokale Feld F(g) (9 = 1, 2):

) g iz B0 D)+ B Q@210 Loy Q520 Ry st |d) . (23)

= SO0 |8, e el | R D+ B30 0218 Loy S @520 1B eg)l,sz @ |kd).  (24)

Die hier hergeleitete Gleichung fiir das lokale Feld gilt allgemein fiir einen Ionenkristall mit beliebig
vielen Untergittern (=1, 2, ...), wobei eines der Untergitter (z.B. das Untergitter 2) vom Brownschen
Typ ist. Fiir Kristalle mit mehreren Brownschen Untergittern 1a6t sich die Gleichung fiir das lokale Feld
nicht mehr auf eine so einfache und iibersichtliche Form bringen, da im allgemeinen Fall ein inhomogenes
Gleichungssystem fiir die ¥, (¢) zu l6sen ist.

4. Bewegungsgleichung eines Ionenkristalles mit Brownschem Untergitter

Setzt man nun in der Bewegungsgleichung (7) den Ausdruck (24) fiir das lokale Feld F,(g) ein, so er-
gibt sich:

y ’ ’ ¥ € , €
Al =gzﬁOa5(gg [#) (@’ | k. ) _(m—gl/EZQSﬁ(gg k) g)1/2 ws(g'| k)
eq <
—— - » k k o 2
(mg)1/2 B;I%ﬁan(gﬂ ) Loy @35(29" | k) )1/2 ws(g'| k. 7) (25)

oder nach Ausklammerung der Eigenvektoren wg(g’ |k, j):

. , ege ,
R :% Cer 0 19— (g ing)l/z Quslg 9’| k)

egeg Q 2 kL Q 29’ | k (g’ | k, 7) 26

T (mgmg) Y2 Z 20(9 2| k) Loy @55 (29" | k) pwa(g' | K, j) - (26)

Fiir die spatere Anwendung auf das Zinkblendegitter ist es sinnvoll, diese Gleichung unter Einfithrung von

va(k, ) = (mg) V2 wa(g'| k. j) (27)
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umzuformen in

mg w52 (k) vy (k, j) = Z{mgmg 1/2Caﬁ(gglk)—egeg Qaﬂ99|k

——Begeg ZQ (92| k) Loy @352 9" | k)} vp(k, j) . (28)
Fiihrt man die Groen
Cas(9 9’| k) = (mgmg)'/2 Cag(g g’ | k) (29a)
und
. 47 k kﬂ , "
Caalgd' 1B =~ = e — Qealog’ | B) = — Qa0 | ) (29D)
ein, so erhalt man schlieBllich die Bewegungsgleichung (26) in der Form:
mg ;% (k) ve ( Z[C (99 |k) + egeq Cos(g g’ | k)
—Begeg ZC’ g2[k)LdyC (29| k)] vs(k, 7). (30)

Zum Schluf} dieses Abschnittes soll die Bewegungsgleichung (25) noch mit der allgemeinen Bewegungs-

gleichung fiir Ionenkristalle (1) verglichen werden. Dazu wird in (25) nach GI. (2) und (9) wieder das

makroskopische Feld E, eingefiihrt. Man erhilt dann:

w2 (B wa(g| kj) = Caplg g | k) walg' | K, j) — (31)
9'B

1/" ZQO{B gg I 1/2 ’W5(g’|k.?)

€ ; ;
o (mg)f/Z Ea— B ( )1/2 ’ﬂ(g lk77) .

FaBt man nun die Glieder, die von E, bzw. wg(g’ ]k, j) abhingig sind, in jeweils einen Summanden zu-
sammen und beachtet noch (4), so erhialt man schlielich:

k) wy(g|k, j) = Z{C‘aa(gg’ | k) —

g’

1/2 ZQIG g2lk Lo/{E +ZQ7ﬂ 2g [k

5 ( ZQaﬁ 92|k LMQVBZQM wﬂglk,y

fflrz S (Bay + B%Qia(g 2| k) Ly} B, . (32)
¥

 (mg)
Hier hat Cyp( ) dieselbe Bedeutung wie in Gleichung (4). Beim Ubergang zu Ionenkristallen ohne
Doppelpotential (B=0) werden alle Glieder, die durch B und Ls, von der Temperatur und der Relaxa-
tionszeit 7q abhéngen, Null, und man erhilt wieder die Bewegungsgleichung (1) fiir einfache Ionen-
kristalle.

5. Makroskopische Polarisation eines Ionenkristalles
mat Brownschem Untergitter

Da die makroskopische Polarisation als die durch
das Volumen der Elementarzelle dividierte Summe
der Dipolmomente p} (g) der einzelnen Untergitter
definiert ist ([16], Seite 207, Gl. 6.2.33)

1
Bge=r— ZPOLN(Q)
Va 5

und diese Dipolmomente sich fiir das beschriebene
Modellgitter dndern, éndert sich auch damit die
makroskopische Polarisation P,. Fiir die Dipol-

(33)

momente der beiden Untergitter gilt nach Gl. (14)
und (15):

pe¥(1) = py(1) und
P (2) = pa(2) + P22 (2) (34)
y € .
mit  py(g) = ’@5‘1’/2 walg| k. j).- (35)

Setzt man (34) und (35) in (33) unter Beriicksich-

tigung von (12) ein, so ergibt sich fiir die makro-

skopische Polarisation: (36)
1 e 1 BF4(2)

Pp=—S—— 5 I A -
* Va %:(mg)llz wa(glk,7)+ va 1 +iw1q
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Ersetzt man Fy(2) durch Gl. (18), so folgt:

1 ey 1 e
e S gk i) +— B Lay @S2 g | ) —=—
Py o ;(mg)l/z wy(g |k, ) + ,,-z,t:; ay @y8(29]| k) (mg)L12

Va

oder

1 e
Py = g

Va gp

Vergleicht man die Vorfaktoren von wg(g|k, j) in
(38) und von E, in (32), so sieht man, dal sie bis
auf die Reihenfolge von Ly, und @J;(2¢|k) im
zweiten Term iibereinstimmen. Das bedeutet aber
nichts anderes, als daf der Tensor, der vor wg(g| k, j)
steht (in (38)), zu dem, der vor £, (in (32)) steht,
transponiert ist [19]. Zusitzlich héangt die makro-
skopische Polarisation jetzt iiber das Debye-Mason-
Dipolmoment explizit vom makroskopischen Feld E
ab. Ersetzt man nimlich Q};(2¢g|k) mit Hilfe
der Definitionsgleichung (9) und fithrt nach (2) das
makroskopische Feld £, ein, so folgt:

 va 5§ (mg)l2

“{0up + B2, Loy Qyp(29| B)} ws(g] k. j)

|

(39)

v

1
— B LuyE,.
a 7
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